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Uvod
Teorija brojeva je sa svojih priblizˇno 4500 godina jedna od najstarijih grana matematike,
a prvi tragovi mogu se pronac´i kod Babilonaca josˇ u drevnoj Mezopotamiji. Teorija bro-
jeva naziva se i kraljica matematike zbog svog temeljnog polozˇaja u matematici i velikog
raspona podrucˇja kojeg obuhvac´a. Ona prvenstveno proucˇava cijele brojeve, a zatim svoj-
stva i osobine objekata koji su sacˇinjeni od njih. Tako se medu predmetima proucˇavanja
nalaze racionalni brojevi, prosti i slozˇeni brojevi, algebarski brojevi i slicˇno. Kroz svoju
dugu povijest, teorija brojeva zaokupljala je umove mnogobrojnih velikih matematicˇara.
Medu njima se nalaze Pitagora, Euklid, Diofant, M. Mersenne, P. de Fermat, L. Euler, C.
F. Gauss, te mozˇda manje poznat, ali nikako manje vazˇan E´douard Lucas.
Franc¸ois E´douard Anatole Lucas je francuski matematicˇar roden 1842. godine u Ami-
ensu. Sˇkolovao se na E´cole Normale Supe´rieure u rodnom gradu, a obrazovanje nastavlja
u Parizu gdje se kasnije zaposˇljava kao profesor matematike. Imao je reputaciju zabavnog i
izazovnog profesora koji je cˇesto motivirao studente razlicˇitim matematicˇkim slagalicama.
Josˇ jedna zanimljivost vezana uz Lucasa jest da je upravo on osmislio mozgalicu koja je i
danas vrlo popularna, a naziva se Hanojski tornjevi.
Najpoznatija Lucasova postignuc´a vezana su uz teoriju brojeva. Razvio je test kojim se
provjerava je li neki prirodan broj n prost ili slozˇen na temelju poznavanja prostih faktora
od n − 1. U literaturi test mozˇemo pronac´i pod imenom Lucas-Lehmerov test prostosti.
Proucˇavao je Fibonaccijeve brojeve te je dao poznatu formulu za odredivanje n-tog Fibo-
naccijevog broja
Fn =
1√
5
·
1 + √52
n − 1√
5
·
1 − √52
n , n ∈ N.
Fibonaccijeve brojeve mozˇemo zadati rekurzivnom formulmom Fn = Fn−2+Fn−1 s pocˇetnim
uvjetima F1 = 1, F2 = 1. Lucas je promatrao niz brojeva zadanih istom rekurzivnom for-
mulom Ln = Ln−2 + Ln−1 te pocˇetnim uvjetima L1 = 2, L2 = 1. Time se dobije niz brojeva
2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47... koji se u njegovu cˇast nazivaju Lucasovi brojevi. Takoder, Lu-
cas je proucˇavao brojeve oblika 2n − 1, gdje je n prirodan broj, poznatije pod nazivom
Mersennovi brojevi. Dokazao je kako je broj 2127 − 1 prost broj, a to je ujedno najvec´i
Mersennov prost broj pronaden bez pomoc´i racˇunala.
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Ovaj diplomski rad posvec´en je Lucasovom teoremu koji je od vazˇnosti za teoriju bro-
jeva, a pomoc´u njega mozˇemo na lak nacˇin ustanoviti vrijednost binomnog koeficijenta
modulo prost broj. Teorem je opisao 1878. godine u svom cˇlanku The´orie des Fonctions
Nume´riques Simplement Pe´riodiques objavljenom u cˇasopisu American Journal of Mat-
hematics.
U prvom poglavlju navedeni su temeljni pojmovi potrebni za razumijevanje daljnjeg
rada, te tvrdnje koje se upotrebljavaju u kasnijim dokazima. U iduc´em poglavlju naveden
je iskaz Lucasovog teorema koji je zatim dokazan na dva razlicˇita nacˇina. Prvo se radi o
algebarskom, a nakon njega o kombinatornom dokazu. U sljedec´em poglavlju navedene su
neke od primjena Lucasovog teorema, od kojih je jedna i karakterizacija prostih brojeva.
Na kraju ovog rada dane su generalizacije Lucasovog teorema. Prve dvije generalizacije
posvec´ene su vrijednosti binomnog koeficijenta modulo p3, gdje je p prost broj, dok je na
kraju obradena Kazandzidisova generalizacija Lucasovog teorema.
Diplomski rad napravljen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 - Znans-
tveni centar izvrsnosti za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije Liejevih algebri.
Poglavlje 1
Osnovni pojmovi i tvrdnje
Na samom pocˇetku ovog rada navedeni su osnovni pojmovi, definicije i teoremi potrebni
za razumijevanje i dokazivanje tvrdnji u nastavku.
Definicija 1.1. Neka su a i b cijeli brojevi, pri cˇemu je a , 0. Kazˇemo da je b djeljiv s a,
odnosno a dijeli b, ako postoji cijeli broj k takav da je b = ka. Pritom koristimo oznaku
a | b. Ako a ne dijeli b, onda pisˇemo a - b.
Oznaka ax || b znacˇi da ax | b, ali ax+1 - b.
Definicija 1.2. Neka su a, b i c cijeli brojevi. Broj a nazivamo zajednicˇki djelitelj od b i c
ako a | b i a | c. Ako je barem jedan od brojeva b i c razlicˇit od nule, onda postoji konacˇno
mnogo djelitelja od b i c. Najvec´i od njih naziva se najvec´i zajednicˇki djelitelj brojeva b i
c i oznacˇava se s (b, c).
Teorem 1.3. Brojevi
a
(a, b)
i
b
(a, b)
su relativno prosti.
Dokaz. Neka je d = (a, b) najvec´i zajednicˇki djelitelj brojeva a i b. Neka je a1 = a/d i
b1 = b/d. Pretpostavimo suprotno, to jest a1 i b1 nisu relativno prosti brojevi. Oznacˇimo
tada s d1 > 1 njihovog najvec´eg zajednicˇkog djelitelja, to jest d1 = (a1, b1). U tom slucˇaju
su a2 = a1/d1 i b2 = b1/d1 cijeli brojevi. Sada smo dobili jednakosti a = dd1a2 i b = dd1b2
iz kojih vidimo da je dd1 zajednicˇki djelitelj od a i b. Ranije smo definirali d kao najvec´i
zajednicˇki djelitelj od a i b, pa slijedi dd1 < d. Znamo da je d1 > 1, pa dd1 < d nije moguc´e.
Time smo dosˇli do kontradikcije. Prema tome, zakljucˇujemo da su a1 i b1 relativno prosti
brojevi cˇime je dokazana tvrdnja teorema. 
Teorem 1.4 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljni cijeli broj m i prirodni broj
n postoje jedinstveni cijeli brojevi k i r, 0 ≤ r < n, takvi da je
m = k · n + r.
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Broj k nazivamo kvocijent ili kolicˇnik, a broj r ostatak pri dijeljenju.
Dokaz. Dokaz mozˇete pronac´i u [3] na stranici 2. 
Teorem 1.5. Za cijele brojeve a i b koji nisu oba jednaka nuli, postoje cijeli brojevi u i v
takvi da je (a, b) = ua + vb.
Dokaz. Dokaz mozˇete pronac´i u [3] na stranici 3. 
Koristec´i teorem o dijeljenju s ostatkom mozˇemo svaki prirodan broj prikazati u zada-
noj bazi.
Teorem 1.6 (Prikaz broja u bazi). Neka je b ≥ 2 zadani prirodan broj. Za svaki prirodan
broj n postoji jedinstven niz znamenaka (xk, . . . , x1, x0), xi ∈ {0, 1, . . . , b − 1}, xk , 0, takav
da je
n = xk · bk + xk−1 · bk−1 + · · · + x1 · b + x0.
Ovaj zapis nazivamo zapis broja n u bazi b.
Dokaz. Prvo dokazujemo egzistenciju prikaza broja n u bazi b. Uvodimo oznaku n0 = n,
a zatim podijelimo n0 s b. Prema teoremu 1.4 postoji jedinstveni kvocijent n1 i ostatak x0
takvi da je
n0 = n1 · b + x0.
Sada podijelimo n1 s b pa dobivamo
n1 = n2 · b + x1.
Analogno nastavljamo postupak. Svaki sljedec´i ni dobivamo kada prethodni cjelobrojno
dijelimo s b ≥ 2. Jasno je da c´emo nakon konacˇno mnogo koraka doc´i do kvocijenta 0. U
posljednjem koraku imamo
nk = 0 · b + xk.
Kada bismo nastavili postupak, svi daljni kvocijenti i ostaci bili bi jednaki 0. Navedeni
postupak staje nakon konacˇno mnogo koraka.
Za sve ostatke xi, 0 ≤ i ≤ k vrijedi 0 ≤ xi ≤ b − 1. Pretpostavimo da nam je bilo
potrebno k koraka da dobijemo kvocijent nk+1 = 0. Sada redom uvrsˇavajuc´i nk u nk−1,
zatim nk−1 u nk−2 i tako dalje, dobivamo
nk = xk
nk−1 = xk · b + xk−1
...
n1 = xk · bk−1 + · · · + x1
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n0 = n1 · b + x0 = xk · bk + · · · + x1 · b + x0.
Vidimo da je
n = n0 = xk · bk + · · · + x1 · b + x0 (1.1)
te smo time dokazali egzistenciju prikaza broja n u bazi b.
Dokazˇimo sada jedinstvenost tog prikaza. Pretpostavimo da uz (1.1) postoji josˇ jedan
prikaz
n = yl · bl + · · · + y1 · b + y0.
Tada je
n = (xk · bk−1 + · · · + x1) · b + x0 = (yl · bl−1 + · · · + y1) · b + y0
iz cˇega dobivamo x0 ≡ y0 ≡ n (mod b), te je zbog x0, y0 ∈ {0, 1, . . . , b − 1} nuzˇno x0 = y0.
Slijedi
xk · bk−1 + · · · + x2 · b + x1 = n − x0b =
n − y0
b
= yl · bl−1 + · · · + y2 · b + y1.
Analogno nastavimo postupak cˇime dobivamo k = l te tvrdnju da su sve znamenke na
odgovarajuc´im mjestima jednake. 
Zapis broja u bazi b uvijek mozˇemo nadopuniti s nulama na vodec´im mjestima i pritom
se vrijednost broja nec´e promijeniti.
Definicija 1.7. Prirodan broj p vec´i od 1 koji je djeljiv samo s 1 i samim sobom nazivamo
prost broj. Ako prirodan broj vec´i od 1 nije prost, onda kazˇemo da je slozˇen broj.
Teorem 1.8. Ako je p prost broj i p dijeli umnozˇak ab, onda p dijeli a ili p dijeli b.
Dokaz. Neka je p prost broj takav da p dijeli umnozˇak ab. Pretpostavimo da p ne dijeli
a. Preostaje nam dokazati da u tom slucˇaju p dijeli b. Tvrdnja p | ab povlacˇi da postoji
cijeli broj k takav da je ab = pk. Jedini djelitelji od p su ±1 i ±p, a kako p - a slijedi da je
(a, p) = 1. Tada postoje cijeli brojevi x i y takvi da je xa + yp = 1. Sada imamo
b = b · 1 = b · (xa + yp)
= b(xa) + b(yp) = x(ab) + b(yp)
= x(kp) + (by)p = p(xk + by)
iz cˇega vidimo da je b djeljiv s p. Uz pretpostavku da p ne dijeli b, analognim postupkom
bismo pokazali da tada p dijeli a. 
Pojam kongruencije prvi je upotrijebio C.F. Gauss u svom djelu Disquisitiones Arith-
meticae 1801. godine. U nastavku je navedena definicija kongruencija te su dokazana neka
od svojstava koja koristimo u ovom radu.
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Definicija 1.9. Neka su a i b cijeli brojevi. Ako cijeli broj m razlicˇit od nule dijeli razliku
a−b, onda kazˇemo da je a kongruentan b modulo m i pisˇemo a ≡ b (mod m). U protivnom,
kazˇemo da a nije kongruentan b modulo m i pisˇemo a . b (mod m).
Teorem 1.10. Relacija ”biti kongruentan modulo m” je relacija ekvivalencije na skupu
cijelih brojeva.
Dokaz. Kako bismo dokazali da je to relacija ekvivalencije, potrebno je dokazati da vrijede
svojstva refleksivnosti, simetricˇnosti i tranzitivnosti.
a) Znamo da m | 0, to jest m | (a − a), pa vrijedi tvrdnja a ≡ a (mod m).
b) Ako vrijedi a ≡ b (mod m), onda postoji cijeli broj k takav da je a − b = mk.
Navedenu jednakost pomnozˇimo s −1 pa dobivamo b − a = m(−k). Slijedi tvrdnja
b ≡ a (mod m).
c) Ako je a ≡ b (mod m) i b ≡ c (mod m), onda postoje cijeli brojevi k i l takvi da je
a − b = mk i b − c = ml. Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo a − b + b − c =
mk + ml, odnosno a − c = m(k + l). Iz navedene jednakosti slijedi a ≡ c (mod m).

Teorem 1.11. Neka su a, b, c i d cijeli brojevi. Ako je a ≡ b (mod m) i c ≡ d (mod m),
onda vrijedi
a) a + c ≡ b + d (mod m)
Dokaz. Neka je a−b = mk i c−d = ml. Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo
a − b + c − d = mk + ml, odnosno (a + c) − (b + d) = m(k + l) cˇime smo pokazali da
vrijedi navedena tvrdnja. 
b) a − c ≡ b − d (mod m)
Dokaz. Neka je a − b = mk i c − d = ml. Oduzimanjem ovih dviju jednakosti
dobivamo a − b − c + d = mk − ml, odnosno (a − c) − (b − d) = m(k − l) cˇime smo
pokazali da vrijedi navedena tvrdnja. 
c) ac ≡ bd (mod m)
Dokaz. Neka je a − b = mk i c − d = ml. Vrijedi
ac − bd = a(c − d) + d(a − b) = a(ml) + d(mk) = m(al + dk)
odakle slijedi navedena tvrdnja. 
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Teorem 1.12. Neka su a, b i d cijeli brojevi. Ako je a ≡ b (mod m) i d | m, onda je a ≡ b
(mod d).
Dokaz. Iz a ≡ b (mod m) slijedi a − b = mk. Neka je m = de. Tada je a − b = d(ek), pa je
a ≡ b (mod d). 
Teorem 1.13. Neka su a, b i c cijeli brojevi, pri cˇemu je c , 0. Ako je a ≡ b (mod m),
onda je ac ≡ bc (mod mc).
Dokaz. Iz a ≡ b (mod m) slijedi a − b = mk. Ako navedenu jednakost pomnozˇimo s c,
dobivamo ac − bc = (mc)k, pa je ac ≡ bc (mod mc). 
Teorem 1.14. Tvrdnja ax ≡ ay (mod m) vrijedi ako i samo ako je x ≡ y (mod m(a,m) ) .
Posebno, ako je ax ≡ ay (mod m) i (a,m) = 1, onda je x ≡ y (mod m).
Dokaz. Ako je ax ≡ ay (mod m), onda postoji cijeli broj z takav da je ax − ay = mz,
odnosno a(x − y) = mz. Podijelimo izraz s najvec´im zajednicˇkim djeliteljem od a i m, pa
dobivamo a
(a,m)
(x − y) = m
(a,m)
z
iz cˇega slijedi da m(a,m) dijeli
a
(a,m) (x − y). Prema teoremu 1.3 znamo da su brojevi m(a,m) i a(a,m)
relativno prosti, pa zakljucˇujemo da m(a,m) dijeli x − y, to jest
x ≡ y (mod m
(a,m)
).
U drugom smjeru, pretpostavimo da vrijedi x ≡ y (mod m(a,m) ). Tada prema teoremu 1.13
vrijedi ax ≡ ay (mod am(a,m) ). Uocˇimo kako je m djelitelj od am(a,m) pa primjenom teorema
1.12 dobivamo ax ≡ ay (mod m). 
Teorem 1.15 (Wilsonov teorem). Prirodan broj p vec´i od 1 je prost ako i samo ako je
(p − 1)! ≡ −1 (mod p).
Dokaz. Dokaz mozˇete pronac´i u [9] na stranici 549. 
Definicija 1.16. Umnozˇak prvih n prirodnih brojeva oznacˇavamo s n!, to jest 1·2 · · · n = n!.
Taj broj nazivamo n faktorijela. Dodatno definiramo 0! = 1.
Definicija 1.17. Neka su m i n nenegativni cijeli brojevi. Broj svih n-cˇlanih podskupova
m-cˇlanog skupa biljezˇimo simbolom
(
m
n
)
i nazivamo ga binomni koeficijent. Pri tome vrijedi(
m
n
)
=
m(m − 1)(m − 2) · · · (m − n + 1)
n(n − 1) · · · 1 ,
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odnosno za m ≥ n (
m
n
)
=
m!
n!(m − n)! .
Ako je m < n, onda je
(
m
n
)
= 0. Vidimo i da je
(
m
0
)
= 1.
Teorem 1.18 (Binomni teorem). Za svaki nenegativni cijeli broj m i realne brojeve x i y
vrijedi
(x + y)m = xm +
(
m
1
)
xm−1y + · · · +
(
m
n
)
xnym−n + · · · +
(
m
m − 1
)
xym−1 + ym =
m∑
n=0
(
m
n
)
xnym−n.
Dokaz. Dokaz mozˇete pronac´i u [11] na stranicama 78 − 79. 
Binomni koeficijent
(
m
n
)
mozˇemo definirati i ako m nije prirodan broj te ga tada nazi-
vamo opc´i binomni koeficijent. U tom slucˇaju kombinatorna interpretacija nema smisla.
Definicija 1.19. Za realan (ili kompleksan) broj m i nenegativan cijeli broj n, opc´i binomni
koeficijent
(
m
n
)
definira se kao(
m
n
)
=
m(m − 1) · · · (m − n + 1)
n(n − 1) · · · 1 .
Vrijedi i sljedec´a generalizacija binomnog teorema koja govori o razvoju odgovarajuc´e
funkcije u Taylorov red oko 0. Pri tome ove redove potencija promatramo samo kao for-
malne redove, to jest ne zanima nas gdje konvergiraju. Lako se pokazuje da vrijedi(
m
n
)
= (−1)n
(−m + n − 1
n
)
.
Teorem 1.20 (Binomni red). Za sve cijele brojeve z, |z| < 1 i za sve realne brojeve a vrijedi
(1 + z)a =
∞∑
k=0
(
a
k
)
zk = 1 +
(
a
1
)
z +
(
a
2
)
z2 +
(
a
3
)
z3 + · · ·
Primjerice, vrijede ovi razvoji u redove potencija:
1
1 − z = (1 − z)
−1 =
∞∑
k=0
(−1
k
)
(−z)k =
∞∑
k=0
(−1)k
(
1 + k − 1
k
)
(−z)k =
∞∑
k=0
zk;
1
(1 − z)n+1 =
∞∑
k=0
(−n − 1
k
)
(−z)k =
∞∑
k=0
(
n + k
k
)
zk, n ∈ N;
1
(1 − z)2 =
∞∑
k=0
(
k + 1
k
)
zk =
∞∑
k=0
(k + 1)zk.
Poglavlje 2
Lucasov teorem
Mnogi matematicˇari 19. stoljec´a proucˇavali su ostatke pri dijeljenju binomnog koeficijenta
s potencijama prostih brojeva. Medu njima su C. Babbage, A. L. Cauchy, A. Cayley, C. F.
Gauss, K. Hensel, C. Hermite, E. Kummer, A. M. Legendre, E. Lucas i L. Stickelberger.
U ovom radu posvetit c´emo se Lucasovom teoremu. Kao sˇto je vec´ navedeno, teorem je
objavljen u Lucasovom djelu The´orie des fonctions nume´riques simplement pe´riodiques, a
omoguc´uje nam jednostavno odredivanje vrijednosti binomnog koeficijenta modulo prost
broj.
U ovom poglavlju c´emo iskazati Lucasov teorem, a zatim slijede dva razlcˇita dokaza.
Na kraju se nalazi primjer u kojemu je prikazana njegova direktna primjena kod racˇunanja
ostatka prilikom dijeljenja binomnog koeficijenta s prostim brojem. Prije samog iskaza,
navesti c´emo dvije tvrdnje koje c´emo koristiti u dokazu teorema.
Lema 2.1. Neka je p prost broj. Tada za svaki k ∈ {1, 2, . . . , p − 1} vrijedi(
p
k
)
≡ 0 (mod p).
Dokaz. Prema definiciji 1.17 imamo
(
p
k
)
=
p!
k!(p−k)! . Kako je p prost broj, k ∈ {1, 2, . . . , p−1},
a prema tome i (p − k) ∈ {1, 2, . . . , p − 1}, uocˇimo da nazivnik k!(p − k)! nije djeljiv s p. S
druge strane, brojnik p! je djeljiv s p, pa je prema tome i
(
p
k
)
djeljivo s p, odnosno vrijedi
tvrdnja leme. 
Lema 2.2. Za svaki realan broj x i nenegativni cijeli broj r, te prost broj p vrijedi
(1 + x)p
r ≡ 1 + xpr (mod p).
Dokaz. Dokaz c´emo provesti koristec´i princip matematicˇke indukcije.
Za r = 0 imamo
1 + x ≡ 1 + x (mod p),
9
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pa tvrdnja ocˇito vrijedi. Provjerimo vrijedi li tvrdnja za r = 1. Prema teoremu 1.18 imamo
(1 + x)p =
(
p
0
)
1px0 +
(
p
1
)
1p−1x1 + · · · +
(
p
p − 1
)
11xp−1 +
(
p
p
)
10xp
= 1 +
(
p
1
)
x + · · · +
(
p
p − 1
)
xp−1 + xp.
Primjenimo li lemu 2.1, uocˇavamo da su svi binomni koeficijenti u zadnjem redu djeljivi s
p, odnosno vrijedi
(1 + x)p ≡ 1 + xp (mod p).
Time smo pokazali da tvrdnja vrijedi za r = 1. Pretpostavimo da tvrdnja
(1 + x)p
r ≡ 1 + xpr (mod p)
vrijedi za neki prirodan broj r. Provjerimo vrijedi li tvrdnja tada i za r + 1.
(1 + x)p
r+1
= (1 + x)p
r ·p
=
(
(1 + x)p
r)p
≡ (1 + xpr )p
≡ 1 + xpr ·p
≡ 1 + xpr+1 (mod p)
Koristec´i pretpostavku i dokazanu tvrdnju za r = 1, pokazali smo da tvrdnja vrijedi za
r + 1, pa prema principu matematicˇke indukcije zakljucˇujemo da tvrdnja leme vrijedi za
sve nenegativne cijele brojeve r. 
Slijedi iskaz i algebarski dokaz Lucasovog teorema naveden u cˇlanku [4].
Teorem 2.3 (Lucasov teorem). Neka su m i n nenegativni cijeli brojevi, a p prost broj.
Ako su
m = mk pk + mk−1 pk−1 + · · · + m1 p + m0 i
n = nk pk + nk−1 pk−1 + · · · + n1 p + n0
zapisi brojeva m i n u bazi p, onda je(
m
n
)
≡
k∏
i=0
(
mi
ni
)
(mod p).
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Dokaz. Korisˇtenjem teorema 1.18, zapisa broja m u bazi p te leme 2.2 dobivamo
m∑
N=0
(
m
N
)
xN = (1 + x)m
= (1 + x)mk p
k+mk−1 pk−1+···+m1 p+m0
=
k∏
i=0
(1 + x)mi p
i
=
k∏
i=0
(
(1 + x)p
i)mi
≡
k∏
i=0
(
1 + xp
i)mi
(mod p)
=
k∏
i=0
 mi∑
si=0
(
mi
si
) (
xp
i)si
=
k∏
i=0
 mi∑
si=0
(
mi
si
)
xsi p
i
 (2.1)
Zapisˇimo jednakost 2.1 tako da grupiramo koeficijente uz pojedinu potenciju od x. Time
dobivamo izraz
m∑
N=0
∑ k∏
i=0
(
mi
si
) xN ,
pri cˇemu smo unutarnju sumu uzeli po skupovima (s0, s1, . . . , sk) takvim da je
∑k
i=0 si p
i =
N. Kako je 0 ≤ si ≤ mi ≤ p − 1, tada je ∑ki=0 si pi = N prikaz broja N u bazi p, a takav
prikaz je prema teoremu 1.6 jedinstven. Prema tome, izjednacˇimo li za n ≤ m koeficijente
uz xn dobivamo tvrdnju teorema, odnosno(
m
n
)
≡
k∏
i=0
(
mi
ni
)
(mod p).
Primijetimo da za n > m vrijedi
(
m
n
)
= 0, a za barem jedan i je ni > mi jer bi u protivnom
bilo n ≤ m te je ∏ki=0 (mini ) = 0. Zato tvrdnja Lucasovog teorema vrijedi i u tom slucˇaju. 
Postoji visˇe dokaza Lucasovog teorema u kojima se koriste razlicˇite metode dokaziva-
nja. U nastavku c´emo navesti kombinatorni dokaz iz cˇlanka [6], ali prije samog dokaza
potrebna nam je sljedec´a tvrdnja. Broj elemenata skupa X oznacˇavat c´emo sa |X|.
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Lema 2.4. Neka je X konacˇan skup, a p prost broj. Neka je f : X → X funkcija takva
da je f p = f ◦ f ◦ · · · ◦ f = id identiteta. Oznacˇimo s X0 skup fiksnih tocˇaka funkcije f ,
X0 = {x ∈ X | f (x) = x}. Tada je
|X| ≡ |X0| (mod p).
Dokaz. Za svaki x ∈ X definiramo orbitu x¯ od x kao skup
{
x, f (x), . . . , f p−1(x)
}
. Orbite
particioniraju skup X. Ocˇito je |x¯| = 1 ako i samo ako je x = f (x), odnosno ako je x iz
skupa fiksnih tocˇaka X0. Sada tvrdimo da iz |x¯| > 1, slijedi |x¯| = p. Ako su svi elementi u
orbiti medusobno razlicˇiti, tvrdnja ocˇito vrijedi. Ako u x¯ postoji element koji se ponavlja,
tada za neke 0 ≤ i < j < p vrijedi f i(x) = f j(x). Na jednakost f i(x) = f j(x) djelujemo sa
f −1 tocˇno i puta te tako dobivamo f j−i(x) = x. Znamo da je f p(x) = x. Najvec´i zajednicˇki
djelitelj od j − i i p je 1 jer je p prost broj. Zato prema teoremu 1.5 postoje cijeli brojevi a
i b takvi da je a( j − i) + bp = 1 pa imamo
f (x) = f a( j−i)+bp(x) = f a( j−i)
(
f bp(x)
)
= f a( j−i)(x) = x.
Dakle, |x¯| = 1. Time smo dokazali da iz |x¯| > 1, slijedi |x¯| = p.
Ukupno imamo |X0| fiksnih tocˇaka, odnosno |X0| orbita duljine 1 te preostalih n ∈ N
orbita duljina p, pa prema tome vrijedi
|X| = |X0| + np.
Iz dobivene jednakosti slijedi kongruencija
|X| ≡ |X0| (mod p).

Dokazˇimo sada Lucasov rezultat pomoc´u teorema 2.4.
Dokaz. Zapisˇimo m i n u obliku m = Mp + m0 i n = N p + n0. U tom slucˇaju, dovoljno je
pokazati (
m
n
)
≡
(
M
N
)(
m0
n0
)
(mod p)
jer se uzastopnom primjenom takve jednakosti dobiva tvrdnja teorema 2.3.
Za pocˇetak definiramo skupove
Ai = {(i, 1), (i, 2), . . . , (i, M)} 1 ≤ i ≤ p,
B = {(0, 1), (0, 2), . . . , (0,m0)} ,
a zatim
A = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ap ∪ B.
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Iz konstrukcije skupa A vrijedi
|A| = Mp + m0 = m.
Sada definiramo funkciju f : A→ A koja ciklicˇki pomicˇe skupove Ai, a fiksira B, to jest
f (i, x) = (i + 1, x), 1 ≤ i ≤ p − 1,
f (p, x) = (1, x),
f (0, x) = (0, x).
Prema tome, vrijedi
f (Ai) = Ai+1, 1 ≤ i ≤ p − 1,
f (Ap) = A1,
f (B) = B.
Funkcija f zadovoljava svojstvo iz leme 2.4 jer je ocˇito f p = id.
Za skup X uzet c´emo familiju svih skupova C ⊆ A za koje vrijedi |C| = n. Buduc´i je
f : A → A, f djeluje prirodno na podskupove od A, f (C) = { f (x)|x ∈ C} . Funkcija f je
bijekcija, pa je | f (C)| = |C| te je f : X → X, f p = id. Ocˇito je
|X| =
(
m
n
)
.
Nakon sˇto smo odredili kardinalni broj skupa X, preostaje nam odrediti broj elemenata u
skupu fiksnih tocˇaka X0. Svaki podskup C skupa A mozˇemo na jedinstven nacˇin zapisati
kao
C = C1 ∪C2 ∪ . . . ∪Cp ∪C0,
pri cˇemu je Ci ⊆ Ai, a C0 ⊆ B. Funkcija f ciklicˇki pomicˇe skupove Ai te fiksira skup B, pa
je f (C) = C ako i samo ako vrijedi
Ci = f i−1(C1), 1 ≤ i ≤ p.
Za C ∈ X vrijedi |C| = n, a za C ∈ X0 imamo
|C| = p|C1| + |C0| = n = N p + n0.
Kako za |C0| i n0 vrijedi 0 ≤ |C0| < p i 0 ≤ n0 < p, vidimo da je |C0| = n0. Iz dobivene
tvrdnje slijedi |C1| = N.
Imamo n0 elemenata skupa C0, a biramo ih od ukupno m0 elemenata koliko ih se nalazi
u skupu B. Prema tome, elemente skupa C0 mozˇemo odabrati na
(
m0
n0
)
nacˇina. U skupu C1
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nalazi se N elemenata koje biramo od ukupno M elemenata iz skupa A1. Znacˇi, elemente
skupa C1 mozˇemo odabrati na
(
M
N
)
nacˇina cˇime su odredeni i elementi preostalih skupova.
Primijenimo li pravilo produkta, dobivamo
|X0| =
(
M
N
)(
n0
m0
)
.
Prema lemi 2.4 vrijedi |X| ≡ |X0| (mod p), odnosno u nasˇem slucˇaju(
m
n
)
≡
(
M
N
)(
m0
n0
)
(mod p).

Prije nego sˇto se posvetimo posljedicama Lucasovog teorema, pogledajmo na iduc´em
primjeru direktnu primjenu Lucasovog teorema kod racˇunanja ostatka prilikom dijeljenja
binomnog koeficijenta s prostim brojem.
Primjer 2.5. Odredite ostatak pri dijeljenju
(
1000
200
)
s 13.
Kako bismo mogli primijeniti Lucasov teorem, prvo moramo prikazati brojeve 1000 i
200 u bazi 13:
1000 = 5 · 132 + 11 · 13 + 12,
200 = 1 · 132 + 2 · 13 + 5.
Primjenom Lucasovog teorema 2.3 dobivamo:(
1000
200
)
≡
(
5
1
)(
11
2
)(
12
5
)
≡ 5 · 55 · 792
≡ 11 (mod 13).
Prema tome, ostatak pri dijeljenju
(
1000
200
)
s 13 je 11.
Poglavlje 3
Neke primjene Lucasovog teorema
U ovom poglavlju razradene su neke od primjena Lucasovog teorema, navedene u cˇlancima
[2] i [4].
Teorem 3.1. Neka je p prost, a m i n nenegativni cijeli brojevi cˇiji zapisi u bazi p glase
m = mk pk + mk−1 pk−1 + · · · + m1 p + m0 i
n = nk pk + nk−1 pk−1 + · · · + n1 p + n0.
Binomni koeficijent
(
m
n
)
djeljiv je s p ako i samo ako za barem jedan par znamenaka ni i mi,
0 ≤ i ≤ k vrijedi ni > mi.
Dokaz. Pretpostavimo da je binomni koeficijent
(
m
n
)
djeljiv s p. Prema definiciji 1.9 nave-
denu tvrdnju mozˇemo zapisati kao (
m
n
)
≡ 0 (mod p).
Prema Lucasovom teoremu 2.3 imamo(
m
n
)
≡
k∏
j=0
(
m j
n j
)
(mod p).
Iz navedenih tvrdnji slijedi da je za barem jedan i(
mi
ni
)
≡ 0 (mod p).
Za mi ≥ ni je zbog 0 ≤ ni te mi < p i definicije binomnog koeficijenta ocˇito da p -
(
mi
ni
)
.
Zakljucˇujemo da je nuzˇno mi < ni.
15
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U drugom smjeru, pretpostavimo da za barem jedan par znamenaka ni, mi, 0 ≤ i ≤ k
vrijedi ni > mi. Tada je
(
mi
ni
)
= 0, pa je
k∏
j=0
(
m j
n j
)
= 0,
te prema Lucasovom teoremu 2.3 slijedi(
m
n
)
≡ 0 (mod p),
odnosno binomni koeficijent
(
m
n
)
je djeljiv s p. 
Teorem 3.2. Neka je p prost broj, a m nenegativni cijeli broj cˇiji zapis u bazi p glasi
m = mk pk + mk−1 pk−1 + · · · + m1 p + m0.
Neka je T (m) broj cijelih brojeva n za koje vrijedi 0 ≤ n ≤ m i
(
m
n
)
. 0 (mod p). Tada je
T (m) =
k∏
i=0
(mi + 1).
Dokaz. Neka je n cijeli broj takav da je 0 ≤ n ≤ m i neka je n = nk pk+nk−1 pk−1+· · ·+n1 p+n0
njegov zapis u bazi p. Prema Lucasovom teoremu 2.3 vrijedi(
m
n
)
≡
k∏
i=0
(
mi
ni
)
(mod p).
Pocˇetna tvrdnja
(
m
n
)
. 0 (mod p) ekvivalentna je(
mi
ni
)
. 0 (mod p), 0 ≤ i ≤ k.
Kako je mi < p, svaki ni biramo iz skupa {0, 1, . . . ,mi}. Primijenimo li princip produkta,
dobivamo tvrdnju teorema
T (m) =
k∏
i=0
(mi + 1).

Teorem 3.3. Neka je p prost broj i m prirodan broj. Nuzˇan i dovoljan uvjet da svi binomni
koeficijenti
(
m
n
)
, 0 < n < m, budu djeljivi s p jest da m bude potencija broja p.
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Dokaz. Za n = 0 i n = m je (
m
n
)
= 1 . 0 (mod p)
pa je T (m) ≥ 2. Tvrdnja teorema ekvivalentna je tvrdnji T (m) = 2, a prema prethodnom
teoremu to vrijedi ako i samo ako je tocˇno jedna od znamenaka u zapisu broja m u bazi p
jednaka 1, a sve ostale znamenke su 0, odnosno u bazi p broj m ima zapis 10 . . . 0. Broj m
ima navedeni zapis u bazi p ako i samo ako je m potencija broja p. 
Teorem 3.4. Neka je m = mk pk + mk−1 pk−1 + · · · + m1 p + m0, gdje je mk , 0, zapis broja m
u bazi p pri cˇemu je p prost broj. Nuzˇan i dovoljan uvjet da niti jedan binomni koeficijent(
m
n
)
, gdje je 0 ≤ n ≤ m, nije djeljiv s p jest da vrijedi mi = p − 1, 0 ≤ i ≤ k − 1.
Dokaz. Neka je m∗ = m − mk pk. Pretpostavimo da vrijedi T (m) = m + 1. Primjenom
teorema 3.2, imamo
mk pk + m∗ + 1 = m + 1 = T (m)
= (mk + 1)T (m∗)
≤ (mk + 1)(m∗ + 1)
= mk(m∗ + 1) + m∗ + 1
≤ mk pk + m∗ + 1.
Prva i posljednja vrijednost su jednake, pa prema tome vrijedi m∗ = pk − 1. U drugom
smjeru, pretpostavimo da je m∗ = pk − 1. Tada imamo
T (m) = (mk + 1)pk
= mk pk + m∗ + 1
= m + 1.

U duhu Lucasovog teorema dobivamo sljedec´u karakterizaciju prostih brojeva. U nas-
tavku koristimo oznaku bxc kojom oznacˇavamo najvec´i cijeli broj manji ili jednak realnom
broju x.
Teorem 3.5. Ako je n prirodan broj vec´i od 1, nuzˇan i dovoljan uvjet da n bude prost broj
jest da za svaki cijeli broj m vrijedi(
m
n
)
≡
⌊m
n
⌋
(mod n).
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Dokaz. Prema teoremu 1.20, za svaki |x| < 1 vrijedi:
(1 − x)−n−1 =
∞∑
k=0
(−n − 1
k
)
(−x)k
=
∞∑
k=0
(−1)k
(
n + 1 + k − 1
k
)
(−x)k
=
∞∑
k=0
(
n + k
n
)
xk
[k = m − n]
=
∞∑
m=n
(
m
n
)
xm−n.
Takoder je
∞∑
m=n
⌊m
n
⌋
xm−n =
∞∑
k=1
n−1∑
r=0
⌊k · n + r
n
⌋
xk·n+r−n
=
∞∑
k=1
n−1∑
r=0
k · x(k−1)n+r
=
∞∑
k=1
k · x(k−1)n n−1∑
r=0
xr

= (1 + x + x2 + · · · + xn−1)(1 + 2xn + 3x2n + · · · )
=
xn − 1
x − 1 ·
1
(1 − xn)2
=
1
(1 − x)(1 − xn)
Uocˇimo da je tvrdnja teorema ekvivalentna istinitosti kongruencije
(1 − x)−n−1 ≡ (1 − x)−1(1 − xn)−1 (mod n),
odnosno
(1 − x)n ≡ 1 − xn (mod n). (3.1)
Ako je n prost broj, kongruencija vrijedi prema ranije dokazanoj lemi 2.2. U slucˇaju kada
je n slozˇen broj, postoji prost broj p koji je djelitelj broja n. Usporedujuc´i koeficijente uz
xp u (3.1) dobivamo da n |
(
n
p
)
, to jest
n!
n · p! · (n − p)! =
(n − 1)(n − 2) · · · (n − p + 1)
p(p − 1) · · · 1
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je cijeli broj. Dakle,
p | (n − 1)(n − 2) . . . (n − p + 1)
sˇto je u kontradikciji s pretpostavkom da je p djelitelj broja n. Zakljucˇujemo da n ne mozˇe
biti slozˇen broj cˇime smo dokazali da je
(1 − x)n ≡ 1 − xn (mod n)
nuzˇan i dovoljan uvjet da n bude prost broj. 
Poglavlje 4
Generalizacije Lucasovog teorema
Od 1878. kada je Lucas ustanovio poprilicˇno jednostavan nacˇin izracˇunavanja vrijednosti
binomnog koeficijenta modulo prost broj, pojavile su se brojne varijacije i generalizacije
navedenog teorema. U ovom poglavlju obradit c´emo dvije varijacije Lucasovog teorema
za kongruencije modulo p3, a zatim c´emo se posvetiti generalizaciji G. S. Kazandzidisa.
4.1 Varijacije Lucasovog teorema
U ovom odjeljku c´emo iskazati i dokazati dvije varijacije Lucasovog teorema za kongru-
encije modulo p3, navedene u cˇlanku [1]. Za pocˇetak c´emo dokazati nekoliko tvrdnji koje
su nam potrebne za bolje razumijevanje i kasnije dokazivanje teorema.
Lema 4.1. Neka je n prirodan broj. Tada vrijedi(
2n
n
)
=
n∑
i=0
(
n
i
)2
.
Dokaz. Raspisom identiteta
(1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n
dobivamo jednakost  n∑
i=0
(
n
i
)
xi
  n∑
i=0
(
n
i
)
xi
 = 2n∑
i=0
(
2n
i
)
xi,
odnosno ((
n
0
)
+
(
n
1
)
x + · · ·
(
n
n
)
xn
) ((
n
0
)
+
(
n
1
)
x + · · ·
(
n
n
)
xn
)
=
2n∑
i=0
(
2n
i
)
xi.
20
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Polinomi s lijeve i desne strane se podudaraju, pa su i koeficijenti uz xn jednaki. Navedena
cˇinjenica nam daje jednakost(
n
0
)(
n
n
)
+
(
n
1
)(
n
n − 1
)
+ · · · +
(
n
n
)(
n
0
)
=
(
2n
n
)
.
Primjenimo li svojstvo simetrije binomnih koeficijenata
(
m
n
)
=
(
m
m−n
)
, dobivamo(
n
0
)2
+
(
n
1
)2
+ · · · +
(
n
n
)2
=
(
2n
n
)
,
odnosno (
2n
n
)
=
n∑
i=0
(
n
i
)2
.

Lema 4.2. Neka je p prost broj, p ≥ 5. Tada vrijedi(
2p
p
)
≡ 2 (mod p3).
Dokaz. Prema prethodnoj lemi 4.1 znamo da je(
2p
p
)
=
p∑
i=0
(
p
i
)2
.
Prvi i posljedni cˇlanovi sume jednaki su 1, pa je dovoljno pokazati kako je zbroj preostalih
cˇlanova kongruentan 0 modulo p3, odnosno
p−1∑
i=1
(
p
i
)2
≡ 0 (mod p3).
Primjenimo li svojstvo simetrije binomnih koeficijenata dobivamo
p−1∑
i=1
(
p
i
)2
= 2
(p1
)2
+
(
p
2
)2
+ · · ·
(
p
p−1
2
)2 .
Uocˇimo kako je sada dovoljno pokazati(
p
1
)2
+
(
p
2
)2
+ · · ·
(
p
p−1
2
)2
≡ 0 (mod p3).
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Ako iz lijeve strane kongruencije izlucˇimo p2, dobivamo
p2

(
(p − 1)!
1!(p − 1)!
)2
+
(
(p − 1)!
2!(p − 2)!
)2
+ · · · +
 (p − 1)!( p−1
2
)
!
(
p+1
2
)
!

2 .
Podijelimo li kongruenciju s p2, preostaje pokazati(
(p − 1)!
1!(p − 1)!
)2
+
(
(p − 1)!
2!(p − 2)!
)2
+ · · · +
 (p − 1)!( p−1
2
)
!
(
p+1
2
)
!

2
≡ 0 (mod p).
Uocˇimo da za 1 ≤ k ≤ p−12 vrijedi
(p − 1)!
k!(p − k)! =
(p − 1)(p − 2) · · · (p − k + 1)
k!
≡ (−1)(−2) · · · (−(k − 1))
k!
≡ (−1)(−2) · · · (−(k − 1))
1 · 2 · · · k
≡ ±1
k
(mod p)
pa je (
(p − 1)!
k!(p − k)!
)2
≡
(
1
k
)2
≡ l2 (mod p),
gdje je l neki broj iz skupa {
1, 2, . . . ,
p − 1
2
}
te su razlicˇitim k-ovima pridruzˇeni razlicˇiti l-ovi. Stoga je skup
(
(p − 1)!
1!(p − 1)!
)2
,
(
(p − 1)!
2!(p − 2)!
)2
, . . . ,
 (p − 1)!( p−1
2
)
!
(
p+1
2
)
!

2
jednak skupu 12, 22, . . . ,
(
p − 1
2
)2 ,
pri cˇemu elementi nisu nuzˇno u istom poretku. Prema tome, imamo(
(p − 1)!
(p − 1)!1!
)2
+
(
(p − 1)!
(p − 2)!2!
)2
+ · · ·+
 (p − 1)!( p−1
2
)
!
(
p+1
2
)
!

2
≡ 12 + 22 + · · ·+
(
p − 1
2
)2
(mod p).
POGLAVLJE 4. GENERALIZACIJE LUCASOVOG TEOREMA 23
Dobiveni izraz s desne strane kongruencije je zbroj kvadrata prvih p−12 prirodnih brojeva.
Primijenimo li formulu za sumu kvadrata prvih n prirodnih brojeva
n(n + 1)(2n + 1)
6
,
dobivamo
p−1
2
(
p−1
2 + 1
) (
2 · p−12 + 1
)
6
=
(
p−1
2
) (
p+1
2
)
p
6
.
U brojniku se nalazi faktor p pa je dobiveni izraz djeljiv s p, odnosno vrijedi(
p−1
2
) (
p+1
2
)
p
6
≡ 0 (mod p).
Time smo dokazali tvrdnju leme. 
Lema 4.3. Neka su m, n i p nenegativni cijeli brojevi. Tada vrijedi(
(m + 1)p
n
)
=
n∑
i=0
(
mp
n − i
)(
p
i
)
.
Dokaz. Raspisom identiteta
(1 + x)(m+1)p = (1 + x)mp(1 + x)p
dobivamo jednakost
(m+1)p∑
i=0
(
(m + 1)p
i
)
xi =
 mp∑
i=0
(
mp
i
)
xi
  p∑
i=0
(
p
i
)
xi
 ,
odnosno
(m+1)p∑
i=0
(
(m + 1)p
i
)
xi =
((
mp
0
)
+
(
mp
1
)
x + · · · +
(
mp
mp
)
xmp
) ((
p
0
)
+
(
p
1
)
x + · · · +
(
p
p
)
xp
)
.
Polinomi s lijeve i desne strane jednakosti se podudaraju, pa su i koeficijenti uz xn jednaki.
Prema tome, imamo (
(m + 1)p
n
)
=
n∑
i=0
(
mp
n − i
)(
p
i
)
.

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Lema 4.4. Neka je p prost broj, p ≥ 5. Tada je(
np
p
)
≡ n (mod p3).
Dokaz. Dokaz leme provest c´emo koristec´i princip matematicˇke indukcije po n.
Za n = 1 imamo (
p
p
)
= 1 ≡ 1 (mod p3),
pa tvrdnja ocˇito vrijedi. Za n = 2 tvrdnja vrijedi prema lemi 4.2. Pretpostavimo da tvrdnja(
mp
p
)
≡ m (mod p3) vrijedi za prirodne brojeve m = 1, 2, 3, . . . , n + 1, gdje je n ≥ 1.
Provjerimo vrijedi li tvrdnja za m = n + 2. Primjenom leme 4.3, imamo(
(n + 2)p
p
)
=
(
((n + 1) + 1) p
p
)
=
p∑
i=0
(
(n + 1)p
p − i
)(
p
i
)
=
(
(n + 1)p
p
)
+
p−1∑
i=1
(
(n + 1)p
p − i
)(
p
i
)
+ 1,
pri cˇemu smo u zadnjem koraku izdvojili prvi i posljednji cˇlan sume. Primjenom pretpos-
tavke i leme 4.3, imamo(
(n + 1)p
p
)
+
p−1∑
i=1
(
(n + 1)p
p − i
)(
p
i
)
+ 1 ≡ n + 1 +
p−1∑
i=1
(pi
) p−i∑
j=0
(
np
p − i − j
)(
p
j
) + 1 (mod p).
Preostaje nam pokazati
p−1∑
i=1
(pi
) p−i∑
j=0
(
np
p − i − j
)(
p
j
) ≡ 0 (mod p3).
Izdvojimo li iz lijeve strane kongruencije cˇlanove sume za j = 0 i j = p − i, dobivamo
p−1∑
i=1
(
p
i
)(
np
p − i
)
+
p−1∑
i=1
p−i−1∑
j=1
(
p
i
)(
np
p − i − j
)(
p
j
)
+
p−1∑
i=1
(
p
i
)(
p
p − i
)
. (4.1)
Prema Lucasovom teoremu 2.3 je svaki cˇlan srednjeg izraza u (4.1) kongruentan 0 modulo
p3 jer je (
np
p − i − j
)
≡
(
n
0
)(
0
p − i − j
)
≡ 0 (mod p), 0 < p − i − j ≤ p − 1,
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(
p
i
)
≡
(
1
0
)(
0
i
)
≡ 0 (mod p), 0 < i ≤ p − 1,(
p
j
)
≡
(
1
0
)(
0
j
)
≡ 0 (mod p), 0 < j ≤ p − 1.
Primjenimo li ponovno lemu 4.3, ostatak izraza mozˇemo zapisati
p−1∑
i=1
(
p
i
)(
np
p − i
)
+
p−1∑
i=1
(
p
i
)(
p
p − i
)
=
p∑
i=0
(
p
i
)(
np
p − i
)
−
(
np
p
)
− 1 +
p∑
i=0
(
p
i
)(
p
p − i
)
− 1 − 1
=
(
(n + 1)p
p
)
−
(
np
p
)
+
(
2p
p
)
− 3.
Prema pretpostavci indukcije, navedeni izraz je kongruentan (n + 1)−n + 2−3 = 0 modulo
p3, te smo time dokazali da vrijedi(
(n + 2)p
p
)
≡ n + 2 (mod p3).
Prema principu matematicˇke indukcije zakljucˇujemo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne
brojeve n. 
U nastavku su navedene ranije spomenute varijacije Lucasovog teorema.
Teorem 4.5. Neka su m i n nenegativni cijeli brojevi, a p prost broj, p ≥ 5. Tada je(
mp
np
)
≡
(
m
n
)
(mod p3).
Dokaz. Dokaz c´emo provesti koristec´i princip matematicˇke indukcije.
Za n = 0 imamo
1 ≡ 1 (mod p3),
pa tvrdnja ocˇito vrijedi. Za n = 1 tvrdnja vrijedi prema prethodnoj lemi 4.4.
Sada c´emo fiksirati neki n ≥ 2 pretpostavljajuc´i da tvrdnja vrijedi za manje n-ove te
za taj n provodimo indukciju po m. Za m < n imamo
(
mp
np
)
= 0 i
(
m
n
)
= 0, odnosno 0 ≡ 0
(mod p3), pa tvrdnja ocˇito vrijedi za svaki m < n. Za m = n tvrdnja takoder ocˇito vrijedi.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki cijeli broj m takav da je m ≥ n. Provjerimo vrijedi
li za m + 1. Promatramo izraz
(
(m+1)p
np
)
, te uvodimo oznaku m = k + 1. Kako je m ≥ 2, to je
k ≥ 1. Primjenom leme 4.3 dobivamo(
(m + 1)p
np
)
=
np∑
i=0
(
mp
np − i
)(
p
i
)
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=
p∑
i=0
(
mp
np − i
)(
p
i
)
=
p∑
i=0
(
(k + 1)p
np − i
)(
p
i
)
=
p∑
i=0
np−i∑
j=0
(
kp
np − i − j
)(
p
j
)(
p
i
)
=
p∑
i=0
p∑
j=0
(
kp
np − i − j
)(
p
j
)(
p
i
)
=
p∑
j=0
(
kp
np − j
)(
p
j
)
+
p−1∑
i=1
p∑
j=0
(
kp
np − i − j
)(
p
j
)(
p
i
)
+
p∑
j=0
(
kp
(n − 1)p − j
)(
p
j
)
,
pri cˇemu smo u zadnjem koraku izdvojili cˇlanove sume za i = 0 i i = p. Primjenimo li
ponovno lemu 4.3, posljednji izraz mozˇemo zapisati(
(k + 1)p
np
)
+
p−1∑
i=1
p∑
j=0
(
kp
np − i − j
)(
p
j
)(
p
i
)
+
(
(k + 1)p
(n − 1)p
)
. (4.2)
Slicˇno kao prije, korisˇtenjem Lucasovog teorema i pretpostavke indukcije dobivamo da
je svaki cˇlan srednjeg dijela izraza (4.2) kongruentan 0 modulo p3. Ostatak jednadzˇbe je
jednak (
(k + 1)p
np
)
+
(
(k + 1)p
(n − 1)p
)
≡
(
k + 1
n
)
+
(
k + 1
n − 1
)
(mod p3).
Uocˇimo da vrijedi (
k + 1
n
)
+
(
k + 1
n − 1
)
=
(
k + 2
n
)
=
(
m + 1
n
)
cˇime smo dokazali da je tvrdnja istinita za m + 1, odnosno(
(m + 1)p
np
)
≡
(
m + 1
n
)
(mod p3).
Prema principu matematicˇke indukcije zakljucˇujemo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne
brojeve m i n. 
U dokazu iduc´eg teorema primijenit c´emo Hausnerovu metodu koju smo vec´ koristili
kod kombinatornog dokaza Lucasovog teorema.
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Teorem 4.6. Neka je p prost broj, p ≥ 5. Neka su M, N, m0 i n0 nenegativni cijeli brojevi,
m0, n0 < p. Tada je (
Mp3 + m0
N p3 + n0
)
≡
(
M
N
)(
m0
n0
)
(mod p3).
Dokaz. Za pocˇetak definiramo skupove
Ai = {(i, 1), (i, 2), . . . , (i, M)}, 1 ≤ i ≤ p3,
B = {(0, 1), (0, 2), . . . , (0,m0)},
a zatim njihovu uniju
A = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ap3 ∪ B.
Pri tome vrijedi Ai = ∅ ako je M = 0 i B = ∅ ako je m0 = 0. Neka je m = Mp3 + m0. Po
konstrukciji skupa A vrijedi |A| = m. Definiramo funkciju f : A → A koja ciklicˇki pomicˇe
skupove Ai, a fiksira B, to jest
f (i, x) = (i + 1, x) 1 ≤ i ≤ p3 − 1,
f (p3, x) = (1, x),
f (0, x) = (0, x).
Prema tome, imamo
f (Ai) = Ai+1 1 ≤ i ≤ p3 − 1,
f (Ap3) = A1,
f (B) = B.
Funkcija f p
3
je identiteta na A. Sada definiramo n = N p3 + n0 i skup X kao familiju svih
podskupova C ⊆ A za koje je |C| = n. Takve skupove mozˇemo odabrati na
(
m
n
)
nacˇina pa je
|X| =
(
m
n
)
. Funkcija f je bijekcija, pa je | f (C)| = |C|. Stoga je f : X → X i vrijedi f p3 = id.
Za svaki C ∈ X definiramo orbitu C¯ od C kao skup {C, f (C), f 2(C), . . . , f p3−1(C)}. Orbite
particioniraju skup X, a svaka od njih sadrzˇi tocˇno 1, p, p2 ili p3 elemenata. Oznacˇimo s
Xi familiju skupova iz X cˇije orbite sadrzˇe pi elemenata. Uocˇimo da pritom vrijedi |X| =
|X0| + |X1| + |X2| + |X3|. Znamo da je |X| =
(
m
n
)
=
(
Mp3+m0
N p3+n0
)
te je ocˇito |X3| ≡ 0 (mod p3). Da
bismo dokazali tvrdnju teorema, preostaje pokazati sljedec´e
|X0| =
(
M
N
)(
m0
n0
)
,
|X1| ≡ 0 (mod p3),
|X2| ≡ 0 (mod p3).
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Promatrajmo prvo C za koji vrijedi f (C) = C. Svaki skup C mozˇemo prikazati kao uniju
elemenata iz Ai i B, odnosno
C = C1 ∪C2 ∪ . . . ∪Cp3 ∪C0,
gdje je Ci ⊆ Ai i C0 ⊆ B. Kako je C0 ⊆ B, vrijedi f (C0) = C0. Tvrdnje f (C) = C i
f (Ci) ⊆ Ai+1 za 1 ≤ i ≤ p3 − 1 povlacˇe f (Ci) = Ci+1. Funkcija f je bijekcija, pa vrijedi
jednakost
|C| = p3|C1| + |C0| = n = N p3 + n0.
Iz jednakosti |C0|−n0 = (N−|C1|)p3 je vidljivo da p dijeli |C0|−n0. Kako je |C0| ≤ m0 ≤ p−1
i n0 ≤ p−1, slijedi |C0| = n0, a stoga je i |C1| = N. Skup C1 mozˇemo izabrati na
(
M
N
)
nacˇina,
a C0 na
(
m0
n0
)
razlicˇitih nacˇina. Skup C je potpuno odreden ako smo izabrali elemente od C0
i C1, pa primjenom principa produkta dobivamo
|X0| =
(
M
N
)(
m0
n0
)
,
cˇime smo dokazali prvu od tri ranije navedene tvrdnje. Preostaje pokazati |X1| ≡ 0 (mod p3)
i |X2| ≡ 0 (mod p3).
Pretpostavimo sada da za C vrijedi f p(C) = C. U tom slucˇaju je
f p(C1) = Cp+1, f p(C2) = Cp+2, . . . , f p(Cp+1) = C2p+1 itd. i f (C0) = C0.
Skup C je odreden ako odredimo C1,C2, . . .Cp,C0. Vrijedi
|C| = p2|C1| + p2|C2| + · · · + p2|Cp| + |C0| = n = N p3 + n0.
Zakljucˇujemo kako vrijedi |C0| = n0 i |C1| + |C2| + · · · + |Cp| = N p. Skup C0 mozˇemo
odabrati na
(
m0
n0
)
nacˇina, a
⋃p
i=1 Ci na
(
Mp
N p
)
nacˇina. Primjenimo li pravilo produkta, skup
C mozˇemo odabrati na
(
Mp
N p
)(
m0
n0
)
nacˇina. Kako su u ovaj broj ukljucˇeni i skupovi za koje
vrijedi f (C) = C, moramo ih oduzeti od ukupnog broja. Prema tome, uz primjenu teorema
4.5, dobivamo
|X1| =
(
Mp
N p
)(
m0
n0
)
−
(
M
N
)(
m0
n0
)
=
(
m0
n0
) ((
Mp
N p
)
−
(
M
N
))
≡ 0 (mod p3).
Time smo dokazali tvrdnju |X1| ≡ 0 (mod p3). Preostaje dokazati da isto vrijedi za |X2|.
Pretpostavimo sada da za C vrijedi f p
2
(C) = C. Analognim postupkom kao u prethod-
nom slucˇaju, zakljucˇujemo da C mozˇemo odabrati na
(
Mp2
N p2
)(
m0
n0
)
nacˇina. U taj broj ukljucˇeni
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su svi skupovi C za koje vrijedi f p(C) = C. Stoga moramo njih oduzeti od ukupnog broja.
Tako dobivamo
|X2| =
(
Mp2
N p2
)(
m0
n0
)
−
(
Mp
N p
)(
m0
n0
)
=
(
m0
n0
) ((
Mp2
N p2
)
−
(
Mp
N p
))
≡ 0 (mod p3).
Time smo pokazali da vrijedi i trec´a trazˇena tvrdnja |X2| ≡ 0 (mod p3), pa je dokazana i
tvrdnja teorema. 
4.2 Kazandzidisova generalizacija
Slijedi generalizacija Lucasovog rezultata koju je dao G. S. Kazandzidis, navedena u cˇlanku
[10]. Za pocˇetak c´emo opisati funkcije potrebne u nastavku ovog poglavlja.
Neka je p prost broj. Tada svaki cijeli broj m mozˇemo na jedinstven nacˇin zapisati kao
m = rpe, pri cˇemu p - r, odnosno pe || m. Funkcija E daje eksponent najvec´e potencije
prostog broja p koja dijeli zadani broj m, to jest
E(m) = e.
Funkcija F daje klasu ostataka p-slobodnog dijela zadanog broja m, to jest
F(m) ≡ r ≡ m
pE(m)
(mod p).
Dodatno, definiramo E(0) = ∞ i F(0) = 0.
U nastavku, zbog jednostavnosti zapisujemo E
(
m
n
)
i F
(
m
n
)
umjesto E(
(
m
n
)
) i F(
(
m
n
)
) te
koristimo sljedec´e oznake prikaza brojeva m, n i m − n u bazi p:
m =
∑
mi pi,
n =
∑
ni pi,
m − n =
∑
ai pi,
gdje svuda sumiramo po i.
Kazandzidis je dao sljedec´e prosˇirenje Lucasovog teorema(
m
n
)
≡ (−p)E(mn)
∏ mi!
ni!ai!
(mod pE(
m
n)+1)
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koje primjenom teorema 1.14 i dijeljenjem s pE(
m
n) te korisˇtenjem dosadasˇnjih oznaka
mozˇemo zapisati
F
(
m
n
)
≡ (−1)E(mn)
∏ mi!
ni!ai!
(mod p).
U nastavku c´emo F
(
m
n
)
odrediti pomoc´u E(m!), F(m!) i E
(
m
n
)
. Vrijednosti ovih funkcija su
rezultati koje su redom dali A. M. Legendre, L. Stickelberger i E. Kummer. U sljedec´oj
propoziciji navedena su osnovna svojstva funkcija E i F potrebna u daljnjem radu.
Propozicija 4.7. Funkcije E i F zadovoljavaju sljedec´a svojstva:
a) F(m) ≡ 0 (mod p) ako i samo ako je m = 0.
Dokaz. Za m = 0 je po definiciji F(m) = 0. Ako je m , 0, onda iz zapisa m = rpe
mozˇemo izlucˇiti pe te nam ostaje p-slobodni dio r , 0 koji nije djeljiv s p. Prema
tome je F(m) . 0 (mod p), pa zakljucˇujemo da tvrdnja F(m) ≡ 0 (mod p) vrijedi
samo ako je m = 0. 
b) E(pe) = e; F(pe) ≡ 1 (mod p).
Dokaz. Ocˇito vrijedi pe || pe iz cˇega slijedi E(pe) = e.
Iz
pe
pe
= 1 slijedi tvrdnja F(pe) ≡ 1 (mod p). 
c) m ≡ F(m)pE(m) (mod pE(m)+1).
Dokaz. Uocˇimo kako su obje strane kongruencije djeljive s pE(m). Kada izraz podi-
jelimo s pE(m) prema teoremu 1.14 dobivamo ekvivalentnu jednakost F(m) ≡ F(m)
(mod p) koja je ocˇito istinita. 
d) mi = 0 za 0 ≤ i < E(m); mE(m) ≡ F(m) (mod p).
Dokaz. Najvec´a potencija od p koja dijeli m je po definiciji pe, gdje je e = E(m).
Kada razvijamo broj m u bazi p, prema teoremu 1.6 dijelimo m s p, pri cˇemu je prvih
E(m) puta ostatak 0. U zapisu broja m u bazi p te znamenke su jednake 0, odnosno
mi = 0 za 0 ≤ i < E(m). Prema tome, m mozˇemo zapisati u obliku
m = 0 · p0 + 0 · p1 + . . . + 0 · pE(m)−1 + mE(m) pE(m) + mE(m)+1 pE(m)+1 + . . .mk pk.
Ako iz navedenog zapisa izlucˇimo najvec´u potenciju broja p, dobivamo
m = pE(m)(mE(m) + mE(m)+1 p + . . . + mk pk−E(m)),
odakle slijedi mE(m) ≡ F(m) (mod p). 
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e) E(m) je potpuno aditivna funkcija, to jest E(mn) = E(m) + E(n).
Dokaz. Neka su m i n cijeli brojevi koje mozˇemo zapisati u obliku m = r1 pe1 i
n = r2 pe2 , gdje je p prost broj te vrijedi p - r1 i p - r2 . Njihovim umnosˇkom
dobivamo
m · n = r1 pe1 · r2 pe2 = r1r2 · pe1+e2 .
Kako p ne dijeli r1 i r2, tada prema teoremu 1.8 ne dijeli niti njihov umnozˇak r1r2.
Uocˇimo kako je najvec´a potencija broja p koja dijeli m · n upravo pe1+e2 , odnosno
vrijedi tvrdnja E(mn) = E(m) + E(n). 
f) F(m) je potpuno multiplikativna funckija, to jest F(mn) = F(m) · F(n).
Dokaz. Neka su m i n cijeli brojevi koje mozˇemo zapisati u obliku m = r1 pe1 i
n = r2 pe2 gdje je p prost broj te vrijedi p - r1 i p - r2 . Njihovim umnosˇkom
dobivamo
m · n = r1 pe1 · r2 pe2 = r1r2 · pe1+e2 .
Kako p ne dijeli r1 i r2, tada prema teoremu 1.8 ne dijeli niti njihov umnozˇak r1r2.
Uocˇimo kako je p-slobodni dio od mn jednak r1r2, odnosno vrijedi tvrdnja F(mn) =
F(m) · F(n). 
g) Ako je k > E(m), onda za svaki cijeli broj a vrijedi
E(m + apk) = E(m) i
F(m + apk) ≡ F(m) (mod p).
Dokaz. Po definiciji imamo
m + apk = F(m)pE(m) + apk = pE(m)(F(m) + apk−E(m)),
pri cˇemu smo izlucˇili najvec´u potenciju od p, a to je zbog uvjeta k > E(m) upravo
pE(m). Uocˇimo kako je k − E(m) vec´e od 0, pa je apk−E(m) djeljivo s p. Znamo da
F(m) nije djeljivo s p, pa tada niti zbroj F(m) + apk−E(m) nije djeljiv s p. Prema tome
slijedi tvrdnja
E(m + apk) = E(m).
Uocˇimo kako je F(m + apk) = F(m) + apk−E(m), pa uz cˇinjenicu da p dijeli apk−E(m),
slijedi tvrdnja
F(m + apk) ≡ F(m) (mod p).

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h) Ako p - m, onda je E(m) = 0 i F(m) ≡ m (mod p).
Dokaz. Ako p - m, onda je p0 najvec´a potencija broja p koja dijeli m, pa vrijedi
tvrdnja E(m) = 0.
Ako p - m, onda kad iz broja m izlucˇimo najvec´u potenciju broja p koja dijeli m, to
jest izlucˇimo p0, ostaje nam m = 1 · m, pa slijedi F(m) ≡ m (mod p). 
i) E(1) = 0; F(1) ≡ 1 (mod p).
Dokaz. Niti jedan prost broj p ne dijeli 1, pa je ovo specijalni slucˇaj prethodne tvrd-
nje. Uvrstimo li m = 1 dobivamo E(1) = 0 i F(1) ≡ 1 (mod p). 
j) Za svaki cijeli broj a vrijedi F(ape) ≡ F(a) (mod p).
Dokaz. Neka je a = spt, gdje p - s. Tada je ocˇito F(ape) ≡ F(a) ≡ s (mod p). 
Nakon sˇto smo iskazali i dokazali svojstva funkcija E i F potrebna za daljnje tvrdnje i
izvod generalizacije, slijedi dio u kojem izracˇunavamo vrijednosti od E(pk!) i F(pk!).
Teorem 4.8. Za k ≥ 1 imamo
E(pk!) = pk−1 + E(pk−1!) i
F(pk!) ≡ −F(pk−1!) (mod p).
Dokaz. Izraz pk! mozˇemo zapisati kao
pk! = 1 · 2 · · · (p − 1)(p · 1)(p + 1) · · · (2p − 1)(p · 2)(2p + 1) · · · (pk − 1)(p · pk−1).
Zˇelimo li odrediti E(pk!) potrebno je promatrati cˇlanove produkta koji sadrzˇe potencije od
p. Uz primjenu svojstva potpune aditivnosti funkcije E dobivamo
E(pk!) = E((p · 1)(p · 2) · · · (p · pk−1))
= E(pp
k−1 · (1 · 2 · · · pk−1))
= E(pp
k−1 · pk−1!)
= E(pp
k−1
) + E(pk−1!)
= pk−1 + E(pk−1!).
Koristec´i svojstvo potpune multiplikativnosti funkcije F i teorem 1.15 imamo
F(pk!) = F(1 · 2 · · · (p − 1)(p · 1)(p + 1) · · · (2p − 1)(p · 2)(2p + 1) · · · (pk − 1)(p · pk−1))
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= F(1 · 2 · · · (p − 1)(p + 1) · · · (2p − 1)(2p + 1) · · · (pk − 1)(p · 1)(p · 2) · · · (p · pk−1))
= F(1) · F(2) · · · F(p − 1)F(p + 1) · · · F(2p − 1)F(2p + 1) · · ·
· · · F(pk − 1)F((p · 1)(p · 2) · · · (p · pk−1))
≡ 1 · · · (p − 1)(p + 1) · · · (2p − 1)(2p + 1) · · · (pk − 1) · F(ppk−1 · pk−1!)
≡ (−1)pk−1 F(pk−1!) (mod p).
Broj p je ili neparan ili jednak 2 pa vrijedi
(−1)pk−1 ≡ −1 (mod p).
Iz navedenog slijedi tvrdnja
F(pk!) ≡ −F(pk−1!) (mod p).

Pomoc´u ovog teorema rekurzivno smanjujemo eksponent u potenciji broja p. On
nam omoguc´uje da uzastopnim ponavljanjem nakon konacˇno mnogo koraka izracˇunamo
najvec´u potenciju od p koja dijeli pk! odnosno p-slobodni dio od pk! .
Korolar 4.9. Vrijedi
E(pk!) =
pk − 1
p − 1 i
F(pk!) ≡ (−1)k ≡ (−1)E(pk!) (mod p).
Dokaz. Uzastopnom primjenom teorema 4.8, dobivamo:
E(pk!) = pk−1 + E(pk−1!)
= pk−1 + pk−2 + E(pk−2!)
...
= pk−1 + pk−2 + · · · + p1 + E(p1!)
= pk−1 + pk−2 + · · · + p1 + p0 + E(p0!)
= pk−1 + pk−2 + · · · + p + 1
Uocˇimo da smo dobili geometrijski niz od k cˇlanova, pri cˇemu je prvi cˇlan niza 1, a kvoci-
jent p. Primijenimo li formulu za sumu geometrijskog niza, dobivamo
E(pk!) =
pk − 1
p − 1 .
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Uzastopnom primjenom teorema 4.8, dobivamo
F(pk!) ≡ −F(pk−1!)
≡ (−1)2F(pk−2!)
...
≡ (−1)kF(1)
≡ (−1)k (mod p)
Dakle, vrijedi tvrdnja F(pk!) ≡ (−1)k (mod p). Primijetimo da je
E(pk!) = 1 + p + · · · + pk−1 ≡ k (mod 2)
za p neparan, pa je
F(pk!) ≡ (−1)E(pk!) (mod p).

Teorem 4.10. Neka je m + 1,m + 2, . . . ,m + pk niz od pk uzastopnih cijelih brojeva, te P
njihov produkt. Postoji jedinstven j0, 1 ≤ j0 ≤ pk takav da pk | m+ j0. Neka je m+ j0 = apk,
pri cˇemu p mozˇe biti djelitelj od a. Tada je
E(P) = E(a) + E(pk!) i
F(P) = F(a)F(pk!).
Dokaz. Za j > j0 imamo m + j = apk + ( j − j0). Prema propoziciji 4.7(g) je
E(m + j) = E(apk + ( j − j0)) = E( j − j0) i
F(m + j) = F(apk + ( j − j0)) ≡ F( j − j0) (mod p),
pri cˇemu je
j − j0 ∈ {1, 2, . . . , pk − j0}.
Za j < j0 imamo m + j = (a − 1)pk + (pk − ( j0 − j)). Uocˇimo kako je j0 − j vec´e od 0, pa
je pk − ( j0 − j) manje od pk. Sada mozˇemo kao u prethodnom slucˇaju, primijeniti svojstvo
iz propozicije 4.7(g), a prema njemu vrijedi
E(m + j) = E
(
(a − 1)pk + (pk − ( j0 − j))) = E(pk − ( j0 − j)) i
F(m + j) = F
(
(a − 1)pk + (pk − ( j0 − j))) ≡ F(pk − ( j0 − j)) (mod p),
pri cˇemu je
pk − ( j0 − j) ∈ {pk − 1, pk − 2, . . . , pk − j0 + 1}.
POGLAVLJE 4. GENERALIZACIJE LUCASOVOG TEOREMA 35
Ovime smo pokazali da svi elementi osim apk koji je djeljiv s pk, imaju u nekom poretku
iste eksponente i ostatke kao brojevi od 1 do pk. Za apk znamo da vrijedi E(apk) = E(a) +
E(pk) i F(apk) = F(a)F(pk). Iz navedenog slijedi
E(P) = E(1 · 2 · · · (pk − 1) · apk) = E(a) + E(pk!) i
F(P) = F(1 · 2 · · · (pk − 1) · apk) = F(a)F(pk!).

U nastavku c´emo odrediti vrijednost od E(m!) i F(m!) pomoc´u tvrdnji koje smo dosad
dokazali.
Korolar 4.11. Neka je m = apk. Tada je
E(m!) = aE(pk!) + E(a!) i
F(m!) ≡ F(a!)F(pk!)a ≡ (−1)kaF(a!) (mod p).
Dokaz. Imamo
m! = (apk)!
= (1 · · · pk) · ((pk + 1) · · · (2pk)) · · · (((a − 1)pk + 1) · · · (apk)).
Uocˇimo kako ovdje imamo a nizova od pk uzastopnih cijelih brojeva. Primjenimo li teorem
4.10 za svaki od a nizova brojeva pri cˇemu je m redom jednak 0, pk, . . ., (a−1)pk , dobivamo
E(m!) = E((1 · · · pk) · ((pk + 1) · · · (2pk)) · · · (((a − 1)pk + 1) · · · (apk)))
= E(1 · · · pk) + E((pk + 1) · · · (2pk)) + · · · + E(((a − 1)pk + 1) · · · (apk))
= E(1) + E(pk!) + E(2) + E(pk!) + · · · + E(a) + E((pk)!)
= aE(pk!) + E(1 · 2 · · · a)
= aE(pk!) + E(a!),
F(m!) ≡ F((1 · · · pk) · ((pk + 1) · · · (2pk)) · · · (((a − 1)pk + 1) · · · (apk)))
≡ F(1 · · · pk) · F(((pk + 1) · · · (2pk)) · · · F(((a − 1)pk + 1) · · · (apk)))
≡ F(1)F(pk!)F(2)F(pk!) · · · F(a)F(pk!)
≡ (pk!)aF(1 · 2 · · · a)
≡ F(pk!)aF(a!)
≡ (−1)kaF(a!) (mod p),
pri cˇemu smo u zadnjem koraku primijenili korolar 4.9. 
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Specijalni slucˇaj prethodnog korolara, kad je a manji od p, daje sljedec´u tvrdnju.
Korolar 4.12. Neka je m = apk, 0 ≤ a < p. Tada je
E(m!) = aE(pk!) i
F(m!) ≡ (−1)kaa! ≡ (−1)E(m!)a! (mod p).
Dokaz. Primjenom korolara 4.11 i cˇinjenice da je 0 ≤ a < p, imamo
E(m!) = aE(pk!) + E(a!)
= aE(pk!),
F(m!) ≡ (−1)kaF(a!)
≡ (−1)kaa!
≡ (−1)E(m!)a! (mod p).

Teorem 4.13. Neka je m = apk + m∗, 0 ≤ m∗ < p. Tada je
E(m!) = E((apk)!) + E(m∗!) = aE(pk!) + E(a!) + E(m∗!) i
F(m!) ≡ F((apk)!) · F(m∗) ≡ (−1)kaF(a!)F(m∗!) (mod p).
Dokaz. Za izraz m! vrijedi
m! = (apk + m∗)!
= 1 · 2 · · · (apk)(apk + 1) · · · (apk + m∗)
= (apk)!(apk + 1) · · · (apk + m∗)
Primjenom korolara 4.11 i svojstva potpune aditivnosti funkcije E, imamo:
E(m!) = E((apk)!(apk + 1) · · · (apk + m∗))
= E((apk)!) + E(apk + 1) + · · · + E(apk + m∗)
= aE(pk!) + E(a!) + E(1) + · · · + E(m∗)
= aE(pk!) + E(a!) + E(m∗!),
Primjenom korolara 4.11 i svojstva potpune multiplikativnosti funkcije F, imamo:
F(m!) ≡ F((apk)!(apk + 1) · · · (apk + m∗))
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≡ F((apk)!)F(apk + 1) · · · F(apk + m∗)
≡ F((apk)!)F(1) · · · F(m∗)
≡ F((apk)!)F(m∗!)
≡ (−1)kaF(a!)F(m∗!) (mod p).

Specijalni slucˇaj prethodnog teorema, kad je a manji od p, daje iduc´i rezultat.
Korolar 4.14. Neka je m = apk + m∗, 0 ≤ m∗ < pk, 0 ≤ a < p. Tada je
E(m!) = aE(pk!) + E(m∗!) i
F(m!) ≡ (−1)kaa!F(m∗!) ≡ (−1)aE(pk!)a!F(m∗!) (mod p).
Dokaz. Primjenom teorema 4.13 i cˇinjenice da je 0 ≤ a < p, imamo
E(m!) = E((apk + m∗)!)
= aE(pk!) + E(a!) + E(m∗!)
= aE(pk!) + E(m∗!),
F(m!) ≡ F((apk + m∗)!)
≡ (−1)kaF(a!)F(m∗!)
≡ (−1)kaa!F(m∗!)
≡ (−1)aE(pk!)a!F(m∗!) (mod p).

U sljedec´em teoremu navest c´emo rezultate za E(m!) i F(m!) koje su dobili A. M.
Legendre i L. Stickelberger.
Teorem 4.15. Neka je m =
∑
mi pi, pri cˇemu je 0 ≤ mi < p. Tada je
E(m!) =
∑
mi
pi − 1
p − 1 =
m −∑ mi
p − 1 i
F(m!) ≡ (−1)∑ imi ∏(mi!) ≡ (−1)E(m!) ∏(mi!) (mod p)
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Dokaz. Neka je k najmanji cijeli broj za koji je pk+1 > m. Neka je m∗ = m −mk pk. Tada je
m = mk pk + m∗, pri cˇemu je 0 ≤ mk < p i 0 ≤ m∗ < pk. Uzastopnom primjenom korolara
4.14, dobivamo
E(m!) = E((mk pk + m∗)!)
= mkE(pk!) + E(m∗!)
...
= mkE(pk!) + mk−1E(pk−1!) + · · · + m0E(p0!)
=
∑
mi
pi − 1
p − 1
=
m −∑ mi
p − 1 .
Uzastopnom primjenom korolara 4.14, dobivamo
F(m!) ≡ F((mk pk + m∗)!)
≡ (−1)kmkmk!F(m∗!)
≡ (−1)kmkmk!(−1)(k−1)mk−1mk−1! · · ·
≡ (−1)∑ imi ∏ mi!
≡ (−1)∑ mi pi−1p−1 ∏ mi!
≡ (−1)E(m!)
∏
mi! (mod p).

U nastavku c´emo navesti rezultat E. Kummera za E
(
m
n
)
te konacˇno, generalizaciju Lu-
casovog teorema, tj. Kazandzidisov rezultat za F
(
m
n
)
.
Korolar 4.16. Neka su za cijele brojeve m i n takve da je 0 ≤ n ≤ m
m =
∑
mi pi, n =
∑
ni pi, m − n =
∑
ai pi
prikazi brojeva m, n i m − n u bazi p. Tada vrijedi
E
(
m
n
)
=
∑ ni + ai − mi
p − 1 i
F
(
m
n
)
≡ (−1)E(mn)
∏ mi!
ni!ai!
(mod p)
Dokaz. Uz primjenu svojstva potpune aditivnosti funkcije E i potpune multiplikativnosti
funkcije F, tvrdnje slijede direktno iz teorema 4.15. 
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Sazˇetak
Francuski matematicˇar E´douard Lucas ustanovio je 1878. jednostavnu metodu izracˇunavanja
vrijednosti binomnog koeficijenta
(
m
n
)
modulo prost broj p pomoc´u znamenaka zapisa pri-
rodnih brojeva m i n u bazi p. Jedan od iskaza Lucasovog teorema glasi: Ako su m =
mk pk + mk−1 pk−1 + · · ·+ m1 p + m0 i n = nk pk + nk−1 pk−1 + · · ·+ n1 p + n0 zapisi nenegativnih
cijelih brojeva m i n u bazi p, gdje je p prost broj, onda je(
m
n
)
≡
k∏
i=0
(
mi
ni
)
(mod p).
Ovaj diplomski rad podijeljen je na cˇetiri poglavlja. U prvom poglavlju navodimo osnovne
pojmove i tvrdnje potrebne za razumijevanje nastavka rada. U drugom poglavlju navodimo
iskaz Lucasovog teorema, a zatim ga dokazujemo na algebarski i kombinatorni nacˇin. U
trec´em poglavlju prikazujemo neke primjene Lucasovog teorema, dok je posljednje po-
glavlje posvec´eno generalizacijama.
Summary
French mathematician E´douard Lucas established in 1878 a simple method of computing
binomial coefficient
(
m
n
)
modulo a prime number p using the digits of base p representation
of integers m and n. One statement of Lucas’ theorem is the following. If m = mk pk +
mk−1 pk−1 + · · · + m1 p + m0 and n = nk pk + nk−1 pk−1 + · · · + n1 p + n0 are expansions of
non-negative integers m and n in base p, where p is a prime, then(
m
n
)
≡
k∏
i=0
(
mi
ni
)
(mod p).
This graduate thesis is divided into four chapters. In the first one we introduce basic terms
and claims necessary to understand the rest of the thesis. In the second chapter we present
the statement of Lucas’ theorem and then we prove it algebraically and combinatorially. In
the third chapter we present some applications of Lucas’ theorem, while the last chapter is
devoted to its generalizations.
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